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Santrauka. Straipsnyje nagrine˙jamas ne-Niutoninio antrojo laipsnio skyscˇio periodinio pagal laik ↪a
teke˙jimo Puzeilio tipo sprendinys begaline˙je dvimate˙je juostoje. ↪Irodytas sprendinio egzistavimas ir vie-
natis. Be to, gauti sprendinio ↪ivercˇiai Sobolevo erdve˙se. Parodyti s ↪aryšiai tarp skyscˇio srauto ir sle˙gio
gradiento.
Raktiniai žodžiai: antrojo laipsnio skyscˇiai, Puazeilio sprendinys, srauto s ↪alyga, Furje˙ eilute˙.
↪
Ivadas
Begaline˙je juostoje  = {x ∈ R2: (x1, x2) ∈ (−d2 , d2 ) ×R}, d > 0, nagrine˙jamas peri-
odinis laiko atžvilgiu ne-Niutoninio antrojo laipsnio skyscˇio teke˙jimo uždavinys:

∂
∂t
(u − αu)− νu − αu · ∇u + ∇p = ∇ · N(u),
∇ · u = 0,
u|∂×(0,2π) = 0, u(x,0) = u(x,2π),
(1)
cˇia α ir ν yra teigiamos konstantos, u = (u1,u2) aprašo skyscˇio teke˙jimo greit↪i, p –
sle˙g
↪
i, N(u) = α(∇u)T (∇u + (∇u)T )− u ⊗ u, AT – matricos A transponuota matrica.
(1) uždavin
↪
i nagrine˙jame su papildomai duota srauto s ↪alyga∫ d/2
−d/2
u2(x1, t)dx1 = F(t), (2)
kur srautas F(t) yra periodine˙ funkcija
F(0) = F(2π).
Stacionaru¯s ir nestacionaru¯s pradiniai ir kraštiniai uždaviniai antrojo laipsnio
skyscˇi
↪
u teke˙jimo lygtims buvo nagrine˙ti darbuose [3–6,8].
Šiame straipsnyje ieškomas (1)–(2) uždavinio Puazeilio tipo sprendinys (u;p) pavi-
dalo
u(x, t) = (0,U(x1, t)), p(x, t) = −q(t)x2 +p0(t), (3)
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cˇia p0(t) yra bet kuri kintamojo t funkcija, o U(x1, t) ir q(t) periodine˙s laiko atžvilgiu
funkcijos:
U(x1,0) = U(x1,2π), q(0) = q(2π).
↪
Irašius (3) išraiškas
↪
i (1)–(2), funkcijoms U(x1, t) ir q(t) gauname uždavin↪i inter-
vale (−d2 , d2 ): 

∂
∂t
(
U − α ∂2U
∂x21
)− ν ∂2U
∂x21
= q(t),
U
(− d2 , t)= U( d2 , t)= 0, U(x1,0) = U(x1,2π),∫ d/2
−d/2 U(x1, t)dx1 = F(t).
(4)
Niutonini ↪u skyscˇi ↪u teke˙jimams (Navje˙–Stokso lygtims) periodinis laiko atžvilgiu
Puazeilio tipo sprendinys buvo rastas [2,7] darbuose. Žemiau pateikti
↪
irodymai yra
panašu¯s [7] straipsnyje pateiktiems
↪
irodymams.
Straipsnyje naudojami standariniai Sobolevo erdvi
↪
u žyme˙jimai W 12 , W 1,12 ir t.t. (žr.
pvz. [1]).
1. Pagalbiniai rezultatai
Tarkime, kad funkcija q(t) yra žinoma ir panagrine˙kime uždavin
↪
i:{
∂
∂t
(
U − α ∂2U
∂x21
)− ν ∂2U
∂x21
= q(t),
U
(− d2 , t)= U( d2 , t)= 0, U(x1,0) = U(x1,2π). (5)
1 TEOREMA. Tarkime q ∈ L2(0,2π) yra 2π -periodine˙ funkcija. Tuomet egzistuoja
vienintelis (5) uždavinio 2π -periodinis sprendinys U∈W 2,12 ((−d/2, d/2)× (0,2π)) ir
yra teisingas
↪
ivertis:
‖U‖
W
2,1
2 ((−d/2,d/2)×(0,2π)) +
∥∥∥∥ ∂U∂x1
∥∥∥∥
W
1,1
2 ((−d/2,d/2)×(0,2π))
+
∥∥∥∥∂2Ut∂x21
∥∥∥∥
L2((−d/2,d/2)×(0,2π))
 c‖q‖L2(0,2π). (6)
↪
Irodymo schema. Kadangi q(t) yra periodine˙ funkcija ir q ∈ L2(0,2π), tai j ↪a galima
išreikšti Furje˙ eilute:
q(t) = q
(c)
0
2
+
∞∑
n=1
(
q(c)n cos(nt) + q(s)n sin(nt)
)
. (7)
Apytikslio (4) uždavinio sprendinio ieškome pavidalu:
U(N)(x1, t) = ϕ0(x1)2 +
N∑
n=1
(
ϕn(x1)cos(nt) + ψn(x1) sin(nt)
)
,
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cˇia ϕ0(x1) = q
(c)
0
8ν (d
2 − 4x21), o koeficientai ϕn(x1) ir ψn(x1), n = 1,2, . . . ,N , randami
iš sistem
↪
u 

(ν2 + α2n2)ϕ′′n − αn2ϕn − nνψn = αnq(s)n − νq(c)n ,
(ν2 + α2n2)ψ ′′n − αn2ψn + nνϕn = −νq(s)n − αnq(c)n ,
ϕn
(− d2 )= ϕ( d2 )= 0, ψn(− d2 )= ψ(d2 )= 0.
Lengva patikrinti, kad U(N)(x1, t) tenkina uždavin↪i{
∂
∂t
(U(N) − α ∂2U(N)
∂x21
) − ν ∂2U(N)
∂x21
= q(N)(t),
U(N)(−d2 , t) = U(N)(d2 , t) = 0, U(N)(x1,0) = U(N)(x1,2π),
cˇia q(N)(t) = q
(c)
0
2 +
N∑
n=1
(q
(c)
n cos(nt) + q(s)n sin(nt)).
Galima parodyti, jog yra teisingas
↪
ivertis
‖U(N)‖
W
2,1
2 ((−d/2,d/2)×(0,2π)) +
∥∥∥∥∂U(N)∂x1
∥∥∥∥
W
1,1
2 ((−d/2,d/2)×(0,2π))
+
∥∥∥∥∂2U
(N)
t
∂x21
∥∥∥∥
L2((−d/2,d/2)×(0,2π))
 c
∥∥q(N)∥∥
L2(0,2π)
 c‖q‖L2(0,2π),
cˇia konstanta c nepriklauso nuo N . Tode˙l pereinant prie ribos, kai N → ∞ gaunamas
(5) uždavinio sprendinys U(x1, t). Akivaizdu, kad (6) ↪ivertis išlieka teisingas.
2. S
↪
aryšis tarp srauto F(t) ir sle˙gio gradiento q(t)
Paanalizuokime uždavinius:

∂
∂t
(
U
(c)
n − α ∂2U
(c)
n
∂x21
)
− ν ∂2U(c)n
∂x21
= cos(nt),
U
(c)
n
(
− d2 , t
)
= U(c)n
(
d
2 , t
)
= 0, U(c)n (x1,0) = U(c)n (x1,2π),
(8)


∂
∂t
(U
(s)
n − α ∂2U
(s)
n
∂x21
) − ν ∂2U(s)n
∂x21
= sin(nt),
U
(s)
n (−d2 , t) = U(s)n (d2 , t) = 0, U(s)n (x1,0) = U(s)n (x1,2π).
(9)
Tiesioginiais skaicˇiavimais galima gauti (8) ir (9) uždavini ↪u sprendinius:
U(c)n (x1, t) = ϕn(x1)cos(nt)− ψn(x1) sin(nt),
U(s)n (x1, t) = ψn(x1)cos(nt) + ϕn(x1) sin(nt), (10)
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cˇia poros (ϕn(x1),ψn(x1)) yra stipriai elipsini ↪u sistem ↪u sprendiniai:

−nψn − αnψ ′′n − νϕ′′n = 1,−nϕn + αnϕ′′n + νψ ′′n = 0,
ϕn
(− d2 )= ϕn(d2 )= 0,
ψn
(− d2 )= ψn( d2 )= 0.
(11)
Iš stipriai elipsini
↪
u sistem
↪
u teorijos žinoma [1], kad kiekviena (11) sistema turi vien-
intel
↪
i sprendin
↪
i (ϕn,ψn) ∈ W 22 (−d/2, d/2) ∩ W 12 (−d/2, d/2).
Pažyme˙kime
an =
∫ d/2
−d/2
ϕn(x1)dx1, bn = −
∫ d/2
−d/2
ψn(x1)dx1, n = 0,1,2, . . . . (12)
1 LEMA. Tarkime (ϕn,ψn) ∈ W 22 (−d/2, d/2) ∩ W 12 (−d/2, d/2) yra (11) sistemos
sprendinys. Tuomet yra teisinga nelygybe˙:
ν
∥∥ϕ′′n∥∥2L2(−d/2,d/2) + ν∥∥ψ ′′n∥∥2L2(−d/2,d/2) dν , ∀n = 0,1,2, . . . . (13)
Skaicˇiai an ir bn pasižymi savybe˙mis:
(a) an > 0, ∀n = 0,1,2, . . .; b0 = 0, bn > 0, ∀n = 1,2, . . .;
(b) an  dn , bn  dn , ∀n = 1,2, . . .;(c) limn→∞(nbn) = d .
Ši lema yra analogiška [7] straipsnyje Navje˙–Stokso lygcˇi
↪
u sistemai
↪
irodytai lemai.
Tegul q ∈ L2(0,2π) ir U(x1, t) yra (5) uždavinio sprendinys. Srautas F(t) =∫ d/2
−d/2 U(x1, t)dx1 yra periodine˙ funkcija ir F ∈ L2(0,2π), tode˙l j ↪a galima išreikšti
Furje˙ eilute:
F(t) = F
(c)
0
2
+
∞∑
n=1
(
F (c)n cos(nt) +F (s)n sin(nt)
)
. (14)
Remiantis (8)–(12) s
↪
aryšiais
↪
irodoma
2 LEMA. Funkcij
↪
u q(t) ir F(t) Furje˙ koeficientus (q(c)n ,q(s)n ) ir (F (c)n ,F (s)n ) sieja
lygybe˙s:
F (c)n = anq(c)n − bnq(s)n , F (s)n = bnq(c)n + anq(s)n , n = 0,1,2, . . . , (15)
arba ekvivalencˇiai:
q(c)n =
anF
(c)
n + b(s)n
a2n + b2n
, q(s)n =
anF
(s)
n − bnF (c)n
a2n + b2n
. (16)
Iš 1 ir 2 lem
↪
u išplaukia
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3 LEMA. Tarkime (F (c)n ,F (s)n ) ir (q(c)n ,q(s)n ), n = 0,1,2, . . . , yra susieti lygybe˙mis
(15) arba (16). Jei (7) eilute˙ konverguoja erdve˙je L2(0,2π) ↪i funkcij ↪a q ∈ L2(0,2π),
tuomet (14) konverguoja
↪
i F ∈ L2(0,2π). Be to, yra teisingas ↪ivertis:
‖F‖L2(0,2π)  c1‖q‖L2(0,2π).
Ir priešingai, jei (14) eilute˙ konverguoja
↪
i funkcij
↪
a F ∈ W 12 (0,2π), tai (7) konveguoja
↪
i q ∈ L2(0,2π) ir yra teisingas ↪ivertis
‖q‖L2(0,2π)  c2‖F‖W 12 (0,2π). (17)
Konstantos c1 ir c2 priklauso tik nuo d .
2 TEOREMA. Tarkime F ∈ W 12 (0,2π) yra 2π -periodine˙ funkcija. Tada egzis-
tuoja vienintelis 2π -periodinis (4) sistemos sprendinys (U,q) ∈ W 2,12 ((−d/2, d/2) ×
(0,2π)) × L2(0,2π). Be to, yra teisingas ↪ivertis
‖U‖
W
2,1
2 ((−d/2,d/2)×(0,2π)) +
∥∥∥∥ ∂U∂x1
∥∥∥∥
W
1,1
2 ((−d/2,d/2)×(0,2π))
+
∥∥∥∥∂2Ut∂x21
∥∥∥∥
L2((−d/2,d/2)×(0,2π))
 c‖F‖W 12 (0,2π). (18)
↪
Irodymas. Tarkime F (c)n ir F (s)n yra funkcijos F(t) Furje˙ koeficientai. Funkcij ↪a q(t)
apibre˙žkime (7) Furje˙ eilute su koeficientais q(c)n ir q(s)n , duotais (16) formule˙mis. Pagal
3 lem
↪
a, (7) eilute˙ konverguoja erdve˙je L2(0,2π) ir ribine˙ funkcija q ∈ L2(0,2π). Be
to, yra teisinga (17) nelygybe˙. Iš 1 teoremos žinome, kad (5) uždavinys turi vienintel
↪
i
sprendin
↪
i U ∈ W 2,12 ((−d/2, d/2) × (0,2π)) ir jam teisingas (6) ↪ivertis. Akivaizdu,
kad (U(x1, t), q(t)) yra (4) uždavinio sprendinys ir iš (6), (17) nelygybi ↪u išplaukia(18)
↪
ivertis.
Tarkime F(t) = 0. Padauginkime (41) lygties abi puses iš U(x1, t), suintegruokime
dalimis intervale (−d2 , d2 ) ir kintamojo t atžvilgiu nuo 0 iki 2π :∫ 2π
0
∫ d/2
−d/2
∣∣∣∣∂U(x1, t)∂x1
∣∣∣∣2 dx1 dt =
∫ 2π
0
q(t)
∫ d/2
−d/2
U(x1, t)dx1 dt =
∫ 2π
0
q(t)F (t)dt = 0.
Akivaizdu, kad U(x1, t) = 0. Iš (0.41) seka, kad q(t) = 0.
Pastaba. (4) uždavinio sprendinys gali bu¯ti išreikštas eilute:
U(x1, t) = q
(c)
0
2
ϕ0(x1) +
∞∑
n=1
((
q(c)n ϕn(x1) + q(s)n ψn(x1)
)
cos(nt)
+(q(s)n ϕn(x1)− q(c)n ψn(x1)) sin(nt)),
cˇia funkcijos ϕn(x1), ψn(x1), n = 0,1,2, . . . , yra (11) stipriai elipsini ↪u sistem ↪u spren-
diniai, o koeficientai q(c)n , q(s)n apibre˙žti (16) formule˙mis.
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SUMMARY
N. Kloviene˙. Time periodic second grade fluid flow in an infinite strip
Time periodic Poiseuille type solutions are studied for equations of the non-Newtonian second grade fluid
in the two dimensional infinite strip. We prove the existence and uniqueness of the solution. Moreover,
we obtain estimates of the solution in Sobolev spaces and show the relationships between the flux and the
pressure drop.
Keywords: the second grade fluids, Poiseuille flow, flux condition, Fourier series.
